Matematica in Bucovina. Concursul international de matematica
”Memorialul David Hrimiuc”
editia a XIX - a, 10 — 12 noiembrie 2023

Clasa a VIII-a - Solutii si barem de corectare

1. (7p) Aratati cd numerele reale a = \/7+4\/§ + \/7—4\/§ si
b= \/9 + 45— \/9 — 44/5 sunt naturale si egale.

Gazeta Matematica

Solutie. Cum 7443 = (2 + \/3)2, avem a = |2 + /3| + (2 — V3.
Tinand cont ca 1 < \/§<2, ob§inemaz2+\/§+2—\/§:4.

......................................................................................... 3 puncte

Cum 9+4V5 = (2+ \/5)2, avem b = |2+ \/5| —12- \/5| Tinand cont

cé2<\/5<3,ob§inemb:(2+\/5)—(\/5—2):4.

........................................................................................... 1 punct
2. (7p)Fie z,y,z € [0,00) astfel incat = + y + z = 2023. Aratati ca

V222 + By + 292 + \/2¢2 + Byz + 222 + V222 + bz + 242 < 6069.

Cand are loc egalitatea?
Traian Duminicd, Suceava
Solutie. Observam ca 222 + 5zy + 2y = (22 + y)(z + 2y).

Folosind inegalitatea mediilor (GM < AM), obtinem

Qr+y)+(x+2y) 3(x+y)
2

V(@ 4y +2y) < =28,

3 3y -
adicd /222 + 5zy + 232 < Tt Y Tn mod analog se obtin inegalitatile
3y+3 3z+4+3
V2y? + Byz + 222 < y—;— ® 4 V222t 52 + 222 < Z; T

......................................................................................... 3 puncte
Adunand membru cu membru ultimele trei inegalitati, obtinem

6 6 6
\/2962 + bay + 2y2+\/2y2 + 5yz 4 2224/222 + ew + 222 < w _
= 3(z+y+2) = 6069
......................................................................................... 2 puncte



Deoarece in inegalitatea mediilor avem egalitate daca si numai daca
cele doua numere sunt egale, deducem ca in inegalitatea din enunt are loc
egalitatea daca si numai daca 2zx+y = x+2y, 2y+2z = y+2zsi 22+ = 242z,

2023

adica =y = 2. Cum z +y + z = 2023, obginemw:y:z:T.

3. (7p) Se considera triunghiul ABC, un punct M € (AC) si N € BC
astfel incAt M N | BC. Perpendiculara din C pe AN si perpendiculara
dusa in B pe BC' se intersecteaza in punctul P, iar dreptele M P gi AN se
intersecteaza in (). Demonstrati ca AP 1 C'Q daca si numai daca AB 1 AC.

Concursul "Al. Myller”
Solutie.
Figura realizata COrect couvvieereriieiieieriininereriieenesurireesecacesnes 1 punct

P

Dacd AP 1 CQ atunci @ este ortocentrul triunghiului APC, prin
urmare PM 1 AC.

........................................................................................... 1 punct
cCP CM

Fie {R} = AQNPC. Rezulta ACPM ~ ACAR, de unde — = ——,

CR CACN CR

deci CM -CA=CP-CR. Cum ACRN ~ ACBP, rezulta CBE- P’ deci

CN-CB=CP-CR. Deducem ca CM -CA=CN -CB, adlcag—]\; = g—]z
Rezulta ACMN ~ ACBA, deci <BAC = <MNC = 90°, adica AB L AC.

......................................................................................... 3 puncte

Reciproc, daca AB 1 AC, adica «xBAC = 90°, obtinem CM - CA =
CN - CB, apoi CM - CA = CP - CR, de unde ACPM ~ ACAR, deci
PM 1 AC. Deducem ca punctul @) este ortocentrul triunghiului APC, prin
urmare CQ L AP.



4. (7p) Binecunoscuta Hogwarts School of Witcheraft and Wizardry a
hotarat brusc sa participe la concursul de matematica de la Gura Humorului,
”"Memorialul David Hrimiuc”. Fiind la prima participare, au decis sa-1 trimita
la acest concurs pe cel mai cunoscut elev al scolii, celebrul Harry Potter.

Profesorul Dumbledore, antrenorul lui Harry, urmeaza sa stabileasca
un program riguros de pregatire pentru fiecare din cele gapte zile ramase
pana la concurs. Astfel, tAnarul Harry trebuie s& studieze zilnic cateva teme
din cele trei domenii vizate la concurs: Aritmetica, Algebra gi Geometrie.

Ca 1n orice gcoala serioasa, trebuie respectate cateva reguli:
1° un elev nu poate avea zi libera, fara studiu;
2° este interzis studiul tuturor celor trei domenii in aceeasi zi.

Un exemplu de program de pregatire pentru Harry este urmatorul:
Sambata - Aritmetica si Algebra; Duminica - Algebra; Luni - Aritmetica si
Geometrie; Marti - Geometrie gi Algebra; Miercuri - Geometrie gi Aritmetica;
Joi - Algebra si Geometrie; Vineri - Aritmetica.

Aflati in cdte moduri poate alege profesorul Dumbledore programul de
pregatire al lui Harry pentru cele sapte zile ramase pana la concurs.

Viadimir Cerbu, Campulung Moldovenesc
Solutie.
Vom prezenta programul lui Harry sub forma unui tabel in care pe linii
avem cele trei domenii, iar pe coloane zilele ramase pana la concurs. Casutele
tabelului vor fi completate cu 0 sau 1 astfel:

e 0 daca domeniul respectiv nu este studiat in acea zi
e 1 daca domeniul respectiv este studiat in acea zi

Exemplul de program prezentat In enunt genereaza urmatorul tabel:

Sambata | Duminica | Luni | Marti | Miercuri | Joi | Vineri
Aritmetica 1 0 1 0 1 0 1
Algebra 1 1 0 1 0 1 0
Geometrie 0 0 1 1 1 1 0
......................................................................................... 2 puncte

Pentru a rezolva problema, trebuie sa aflam numaéarul modalitatilor de
completare a tabelului astfel incat sa nu existe coloane cu trei de 0 (conditia
1° din enunt) si nici coloane cu trei de 1 (conditia 2° din enunt).
......................................................................................... 2 puncte

Fiecare coloana poate fi completata independent de celelalte coloane
in 22 — 2 = 6 moduri. Cum avem 7 coloane, deducem ci tabelul poate fi
completat in 67 = 279.936 moduri.



